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UNIVERSITAT  \Was ist Computertomographie?

® bildgebendes Verfahren zur Darstellung von inneren
Korperstrukturen

e Anwendung unter anderem in Medizin, um Organe
darzustellen
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® Patient wird auf beweglichem Tisch in Ringtunnel geschoben,
um die sich Rohre dreht

® Roéntgenstrahlen werden in der Querschnittsebene aus vielen
verschiedenen Richtungen durch Kérper geschickt

® Detektor gegeniiber misst die Intensitdten der Rontgenstrahlen

® innere Materialzusammensetzung des Korpers wird aus
gemessener Datenmenge berechnet
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® Im Gegensatz zur Rontgenuntersuchung ermdglicht CT Blick
ins Innere des Korpers.

® Damit lassen sich z.B. értliche Lage, Form und GréBen von
Organen bestimmen.
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® Es gibt unterschiedliche Bestrahlungsarten z.B. parallele
Strahlen oder Kegel.

® |m Folgenden Betrachtung der Bestrahlungsart parallele
Strahlen, da sie sich leichter modellieren lassen.
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® Rontgenstrahlen werden von verschiedenem Gewebe
unterschiedlich stark abgeschwacht.

® Wie stark, das gibt Absorptionskoeffizient an.

Energie Gehirn—  Brustkrebs— chronisches ~ Gehirn—
(keV)  Knochen zellen metastasen  Meningiom  Hadmatom  fliissigkeit
41 0.999 0.265 0.288 0.269 0.266 0.260
52 0.595 0.226 0.241 0.227 0.228 0.222
60 0.416 0.210 0.220 0.213 0.212 0.207
84 0.265 0.183 0.190 0.187 0.184 0.181

100 0.208 0.174 0.179 0.176 0.175 0.171
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Absorbierendes Medium

[——

Einfallender Strahl Durchgehender Strahl

Intensitit
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Gesetz zur Abnahme der Intensitat:

I(d) = 1(0) exp (—pd)

I(d): Intensitdt des des austretenden Stahls
1(0): Intensitat des einfallenden Strahls

d: Dicke des durchlaufenen homogenen Medium
w: linearer Schwachungskoeffizient
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Gleichungssystem
aiixi + apxo + az1xz = by
a2 X1 + axpxp + axsx3 = b
a31x1 + azxp + axzxz = b3
Matrix
a1 a2 a3
A= |ax ax ax
as1 as2 asz
Gleichungssystem in Matrix-Vektor-Schreibweise
AX=0b
X1 by
mitx= x| und b= | by
X3 b3
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Beispiel Gleichungssystem

2x1 +2x0 +3x3 =75
1x1 + 2x0 4+ 2x3 = 50
1x1 + 1xo 4+ 4x3 = 50

Matrix-Vektor-Schreibweise

2 23
A=11 2 2
11 4
75
b= |50
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Matrix-Vektor-Produkt

3 21 . (])- 31420414\ (7
1 0 2 4 " \1-140-0+2-4)  \9
2 X1 2x1 + 2xo + 3x3
1
1

x| = | Ixax + 2x + 2x3
X3 1x1 + 1x0 4 4x3

= NN
BN W
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Matrixmultiplikation

3.2 1) (1) i (3 142:0+1-4 3-2+42-1+4+1-1
1 0 2 4 1 “\1-14+0:-0+2-4 1-240-14+2-1

(5 %)
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GauB-Algorithmus
Erlaubte Umformungen:

e Addieren und Subtrahieren von Zeilen
® Multiplizieren und Dividieren von Zeilen mit einer Zahl

® Vertauschen von Zeilen
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GauB-Algorithmus

2 23|75 2725 5 o 3|75 BB
122/5 ~ 01 -2l0
11 4| 50 11 4|50

22 3|75 PB4 5 5 375
01 —2|0 7 01 -2|0

2 2 8] 100 00 5|25
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Zeilenstufenform

2 2 3|75
01 -2]0
0 0 5] 25

Gleichungssystem

2x1 +2x0 +3x3 =75
1xp —2x3 =0
5x3 =25
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Gleichungssystem

2x1 +2x0 +3x3 =75

]_X2 — 2X3 =0
5X3 =25
Losen der letzten Gleichung
x3=>5

Einsetzen von x3 = 5 in zweite Gleichung
Xy — 2-5=0
Losen der zweiten Gleichung

xp =10
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Gleichungssystem

2x1 +2x0 +3x3 =75
]_X2 - 2X3 =0
5X3 =25

Einsetzen von xp = 10 und x3 = 5 in erste Gleichung
2x1+2-104+3-5=75
Losen der ersten Gleichung

x1 =20
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Ausgleichsproblem

min ||Ax — b||?,
x€ER"

wobei
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¢ Gegeben: Datenpunkte (xx, by)
® Gesucht: Ausgleichsgerade mit y(xx) = mxx + t = by

6

° ° Datenpunkte
Ausgleichsgerade y = x
4 ° <
Q
2
° e
0+
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® Gesucht: Ausgleichsgerade mit y(xx) = mxx + t = by

® Lineares Gleichungssystem

X1 1 b1
A (m)
: t) =
Xn 1)~~~ b,
—A - i

ist dquivalent zu AX = b.
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® Gleichungssystem kann {iberbestimmt sein, d.h. es kdnnte
keine Losung geben

® Was konnen wir tun?

® Bestimmung des Minimums

min ||Ax — b|[?
xERnN

iber Normalengleichung

ATAx = ATb
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Transponierte Matrix

ail  ar
A= |an ax
d31 432

AT_ dil1 d21 a3l
di2 a2 a3
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Herleitung der Normalengleichung iiber Gerade

Dann ist

[[Ax — b|[? = (mxy + t — b1)? + - + (mxy + t — by)?

= Z(mx,- +t— b,-)2
i=1
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n
|Ax = bl|> = > (mx; + t — b;)?
i=1
Ableitungen nach m bzw. t
=ATA =x
| —~ =
21 2xi (mx; +t —bj) =0 S Xt LX) (m
= me’zl X’-2 + tx; = '27:1 X;b; PN 27:1 Xi n t
n

S 2(mx;+t—b) =0 _ <Zi?1 Xibi>
emyilixi+ g t=2"1bi 21 bi
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WURZBURG Bildrekonstruktion

® Unterteile das Objekt in ein Gitter.

® Mache mehrere Messungen.

® FErstelle aus der Geometrie des Objektes ein Gleichungssystem.
® Das Losen dieses Gleichungssystems ergibt ein Gitter, in

welchem jede Zelle als Eintrag ihren Absorptionsfaktor hat.
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Nummerierung der Zellen:  Testobjekt:

1 2 3
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Emitter

Addieren wir also die Absorption der Zellen 1, 2 und 3, so erhalten
wir die absorbierte Intensitit des Strahles mit der Nummer 3.
Erstellen wir auf diese Weise fiir jeden Strahl eine Gleichung,
erhalten wir ein lineares Gleichungssystem.
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® Die Modellierung oben erlaubt offensichtlich nur eine
3 x 3-Rekonstruktion.

® Ein 3 x 3-Bild reicht nicht aus, um das Objekt darzustellen.

=
Verkleinere das Gitter und erhhe Anzahl an Messungen!
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® Testobjekt:

® Unterteile das Objekt in 32 x 32 Quadrate.

® Bewege den Emitter mit 42 Strahlen und 129 Winkeln um das
Objekt.

® Wir erhalten 42 x 129 = 5418 Messungen M.

® Wir wollen ein LGS erstellen, sodass Ax = M, wobei der j-te
Eintrag M; von M die Differenz zwischen der Intensitat
/Em;tterj des j-ten Strahles beim Aussenden und der
gemessenen Intensitat IDetectorJ. nach dem Austreten des j-ten
Strahles ist. Die Losung dieses LGS ist unsere Rekonstruktion.
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Frage: Kénnen wir die Rekonstruktion verbessern?
Antwort: Ja! Beachte die Strecke, die jeder Strahl innerhalb eines
Quadrates zuriicklegt.
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£
>

Betrachten wir den 5. Strahl im diesem Beispiel, so kénnen wir
sehen, dass er wesentlich mehr Weg in der Zelle 3, 5 und 7 als in
der Zelle 2 und 4 zuriicklegt. Die Zellen, in denen der Strahl mehr
Weg zuriicklegt, bringen ihren Absorptionsfaktor starker ein. Wir
miissen also die Lange des Schnittes der Strahlen mit den Zellen

berechnen.
Ubungsblatt Aufgabe 5
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Toweieq
)

11{141 0 O 0 141 0 0O 0 1.41
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Frage: Kénnen wir die Rekonstruktion verbessern?
Antwort: Ja! Beachte die exponentielle Abnahme der Intensitat.
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Beachte, dass die fiir den j-ten M; Eintrag von M;
M; = [A];0

gilt, wobei [A]; die j — te Zeile der Matrix A ist und O das Objekt
als Spaltenvektor. Oben haben wir

/Emitterj - [A]_/O = IDetectorj

angenommen. Wir benutzen das Gesetz zur exponentiellen
Abnahme, welches wir in den physikalischen Grundlagen
besprochen haben:

IEmitterj eXp([A]jO) = IDetectorj-
Umstellen ergibt

Ieecor-
Mj:[A]jO:—bgiDt tory

IEmitterj
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Frage: Kénnen wir die Rekonstruktion verbessern?
Antwort: Ja! Verkleinere das Gitter auf 64 x 64.
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32 x 32 Gitter :

Beobachtung: Es gibt Quadrate, die mehrere Farben (Pixel), also
mehrere Werte enthalten.
= Wir kdnnen das wahre Objekt nicht rekonstruieren.
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64 x 64 Gitter:

Beobachtung: Jedes Quadrat hat nur eine Farbe (Pixel), also
enthalt es nur ein Wert.
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Frage: Kénnen wir die Rekonstruktion verbessern?
Antwort: Nein. Wir haben das reale Objekt rekonstruiert.
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Schlussfolgerung:
Das Verfeinern des mathematischen Modells und das Einbeziehen
physikalischer Gesetze verbessert das Ergebnis unserer
Rekonstruktion.
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In der Realitdt bestehen Objekte nicht aus Pixeln, sondern haben
kontinuierliche Ubergénge. Wir briuchten also ein Gitter mit
unendlich kleinem Abstand, damit wir die Realitat rekonstruieren
konnen. Die Betrachtung dieses Problem geschieht durch die
Radon-Transformation.
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5 4.\§
® /(x,y) gibt die absorbierte Intensitat des Quadrates, welches
den Punkt (x,y) enthilt, an.
® h gibt die Dimension des Gitters an.
® Der betrachte Strahl ist auf der Hhe y = 0.15.
y
1A y
0.4
~1 1 x .
~1 0 1 x
1 S 1(x,0.15)h
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5 4.L§
® /(x,y) gibt die absorbierte Intensitat des Quadrates an,
welches den Punkt (x,y) enthilt.
® h gibt die Dimension des Gitters an.
® Der betrachtete Strahl hat ist auf der Hohe y = 0.15.
y
1A y
0.2
~1 1 x .
~1 0 1 x
S 1(x,0.15)h
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Machen wir das Gitter immer feiner und feiner, so erhalten wir die
Flache unter dem kontinuierlichen Graphen der
Intensitatsabsorbtionsfunktion auf der Hohe y = 0.15.

J

f_ll I(x,0.15)dx
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Das Modell fiir die Realitat ist also so, dass wir fiir jeden Strahl S;
ein Integral erhalten. Wir haben somit kein LGS, sondern ein
System von Integralgleichungen

1
/ I(x,Sj(x))dx=M;, j=1,...,m,

-1

wobei
/Detectorj

Mj = — |Og
IEmitterJ-

die Messungen sind, welche dem exponentiellen Abnahmegesetz
folgen. Dieses System nennt man die Radon-Transformation der
Intensitatsabsorptionsfunktion /(x, y). Haben wir unendlich viele
Strahlen, so kdnnen wir die Funktion genau rekonstruieren.



